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Ι. ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 
 

1)  ∆ίνονται τα διανύσµατα AB
→ →

, Γ∆  και Κ, Λ µέσα 

αυτών. Ν.δ.ο. ΚΛ
ΑΓ Β∆→
→ →

=
+
2

. 

 
 
 
 
Λύση :  
 

∆ηµιουργούµε διαδροµές για το ΚΛ
→

: 

⇒Λ/∆+Λ/Γ+Β∆+ΑΓ+Β/Κ+Α/Κ=ΚΛ⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∆Λ+Β∆+ΚΒ=ΚΛ

ΓΛ+ΑΓ+ΚΑ=ΚΛ →→→→→→→+

→→→→

→→→→

2  2

→→
→ Β∆+ΑΓ

=ΚΛ  

 
 
2) Σε τετράπλευρο ΑΒΓ∆  Μ, Ν µέσα των ΑΓ 
και Β∆ αντίστοιχα 

 ν.δ.ο. ΑΒ ΓΒ Γ∆ Α∆ ΜΝ
→ → → → →

+ + + =4 . 
 
Λύση: 
Χρησιµοποιούµε την διάµεσο τριγώνου : 
 

⇒ΝΜ⋅−=Γ∆+ΓΒ+Α∆+ΑΒ⇒

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΝΓ+ΝΑ−=Γ∆+ΓΒ+Α∆+ΑΒ⇒

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΓΝ+ΑΝ=

=Γ∆+ΓΒ+Α∆+ΑΒ⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

ΓΝ=Γ∆+ΓΒΒΓ∆

ΑΝ=Α∆+ΑΒΑΒ∆

→→→→→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ΑΝΓ∆ΙΑΜΕΣΟΣ

→→→→→→

→→

→→→→+

→→→∆

→→→∆

∆

22

2

2

2:

2:

 

⇒
→→→→→

ΜΝ=Γ∆+ΓΒ+Α∆+ΑΒ 4  
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3) Για τα διανύσµατα ΡΑ ΡΒ ΡΓ
→ → →

, , ισχύει 
→→→→

=ΡΓ+ΡΒ−ΡΑ 0253  (1) 
Ν..δ.ο. Α. Β, Γ είναι συνευθειακά. 
 
Λύση : 
 
Χρησιµοποιούµε διανυσµατικές ακτίνες. 

( )
→→→→→→→→→→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΡΒ−ΡΓ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΡΒ−ΡΑ⇒=ΡΓ+ΡΒ−ΡΒ−ΡΑ⇒ 023022331 ⇒

⇒ΒΓ−=ΒΑ⇒=ΒΓ+ΒΑ
→→→→→

23023  

⇒
→→

ΓΒ=ΒΑ
3
2

 άρα : 

ΒΑ ΓΒ
→ →

//  και επειδή Β κοινό γράµµα Α, Β, Γ συν/κά. 

 

4) Να δείξετε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ µε διανυσµατικές ακτίνες α β α β α β
→ → → → → →

+ − −2 2 4 7, , είναι 
συνευθειακά. 

Λύση :  

∆ηµιουργώ 2 διανύσµατα ως διαφορά δ. ακτίνων. 

→→→

→→→

→→→

β−α=ΟΓ

β−α=ΟΒ

β+α=ΟΑ

74

2

2

  
ΑΒ ΟΒ ΟΑ

ΑΓ ΟΓ ΟΑ

→ → → → → → → → →

→ → → → → → → → →

= − = − − − = −

= − = − − − = −

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

2 2 3

4 7 2 3 9

α β α β α β

α β α β α β
άρα  

ΑΓ ΑΒ
→ →

=3  άρα 
→→

ΑΒΑΓ// άρα Α, Β, Γ συν/κά. 
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5) ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ
∆

και ∆, Ε, Ζ 
τέτοια ώστε : 

→→→→

ΒΓ=ΓΕΑΒ=Α∆
2
1,

3
1 , .ΑΖ ΑΓ

→ →

=
3
5

 

α) Αν ΑΒ
→ →

= α και ΑΓ
→ →

= β να εκφράσετε 

τα ∆Ε ∆Ζ
→ →

, ως συνάρτηση των α
→

και β
→

. 

β) Να δείξετε ότι τα ∆, Ε, Ζ είναι                
συνευθειακά. 

Λύση :  

α) 

⇒β+α
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α−+α=∆Ε

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΑΓ+ΒΑ+α=∆Ε

ΒΓ+ΒΓ+α=∆Ε

ΓΕ+ΒΓ+ΑΒ=∆Ε

ΒΕ+∆Β=∆Ε

→→→→→→

→→→→

→→→→

→→→→

→→→

2
3

2
3

3
2

2
3

3
2

2
3

3
2

2
1

3
2
3
2

32 ((

 

→→→

β+α−=∆Ε⇒
2
3

6
5

  

→→→

→→→

ΑΓ+ΑΒ−=∆Ζ

ΑΖ+∆Α=∆Ζ

5
3

3
1  

→→→

β+α−=∆Ζ
5
3

3
1

  

β) Επειδή δεν είναι φανερή η // των 
→→

∆Ζ∆Ε ,  θα αναζητήσω λ ώστε 
→→→→→→→→

β⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
λ

=α⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

+−⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α−λ=β+α−⇒∆Ζλ=∆Ε

2
3

5
3

36
5

5
3

3
1

2
3

6
5  
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όµως 
→→

βα // άρα πρέπει οι συν/στές τους να είναι 0 συγχρόνως γιατί διαφορετικά θα προκύπτει // 

άρα 
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=
λ

λ
=

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=−
λ
κ

=
λ

+−

2
3

5
3

36
5

0
2
3

5
3

΄

0
36

5

⎩
⎨
⎧

=λ⇒=λ
⎭
⎬
⎫

=λ
λ=

2
5

6
15

156
615

 

άρα 
→→

∆Ζ=∆Ε
2
5

, άρα ∆, Ε, Ζ συν/κά. 

 

6) Για τα διανύσµατα 
→→→

γβα ,, ισχύει 
→→→→

=γ+β+α 0 και 
43

→→
→ γ

=
β

=α  ν.δ.ο. τα 
→→→

γβα ,, είναι 

συγραµµικά. 

Λύση : 

Πρέπει να γνωρίζουµε ότι :  

→→→→→→

→→→→→→

β−α=β+α⇔β↑↓α

β+α=β+α⇔β↑↑α
  άρα 0

43
>λ=

γ
=

β
=α

→→
→

     

λ=γλ=βλ=α
→→→

4,3,  

 

 

 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

λ=λ+λ=β+αµως

λ=γ=γ−=β+α⇒γ−=β+α⇒=γ+β+α
→→

→→→→→→→→→→→

43ό

40
άρα 

→→→→

β+α=β+α δηλαδή 
→→

β↑↑α . 
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⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=−=−=−

==−=+⇒−=+⇒=++

→→

→→→→→→→→→→→

λλλλγβµως

λααγβαγβγβα

43

0

ό
 άρα 

→→→→

γ−β=γ+β δηλαδή 
→→

γ↑↓β  

 

7) ∆ίνονται τα ( ) ( ) ( )1,1,2,1,3,1 −=γ−=β−=α
→→→

. 

Να δείξετε ότι 
→→

β/α // και κατόπιν να εκφράσετε το 
→

γ ως γραµµικό συνδυασµό των 
→→

βα, . 

Λύση : 

Πρέπει να γνωρίζουµε ότι 0
yx

yx
β//α

ββ

αα =⇔
→→

→→→→

. 

Θα πρέπει η ορίζουσα 
21
31

−
−

 να είναι ≠ 0. Πράγµατι, D = 1 . 2 – (-1) . (-3) = 2 –3 = 

= -1≠ 0. 
 

Για να γραφεί το 
→

γ ως γραµµικός συνδυασµός των 
→→

βα,  αρκεί να βρούµε κ, λ ∈R και 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1κ1κ
1λ2κ3
2λ2κ22

1λ2κ3
1λκ

λ2κ3,λκ

1,1λ2,λκ3,κ1,12,1λ3,1κ1,1λβκαγ

=⇒−=−
=/+−
−=/−

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⋅

=+−
−=−

⇒+−−=

=−⇒−+−=−⇒−+−=−⇒+=
→→→

 

 

άρα 1 – λ = -1 ⇒ λ = 2 , άρα 
→→→

β+α=γ 2 . 
 
 

8) Να υπολογιστεί η παράσταση Α = 
→→→→→→

αγ+γβ+βα 32 αν ισχύει ,1,3 =β=α
→→

 

4, =γ
→

και 
→→→→

ο=γ+β+α . 
 
Λύση :  
 

→→→→

ο=γ+β+α  
→→→→

ο=γ+β+α  
→→→→

ο=γ+β+α  
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→→→

γ−=β+α  
22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α

→→→

 

→→→→→

γ=β+βα+α 222 2  
222

2
→→→→→

γ=β+βα+α  

16129 =+βα⋅+
→→

 

62 =βα
→→

 

3=βα
→→

 

→→→

β−=γ+α  
22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ+α

→→→

 

…. 

11629 =+γα+
→→

 

12−=γα
→→

 
 

→→→

α−=γ+β  
22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ+β

→→→

 

…. 

91621 =+γβ+
→→

 

4−=γβ
→→

 

 
Άρα Α = 3 + 2 (-4) + 3(-12) = -41. 
 
 
 

9) Αν ( ) ( )3,4β,λ4,λ2α =−=
→→

να βρεθεί το λ∈R ώστε : 

i) 
→→

β⊥α  ii) 
→→

βα //  iii) ΄xx//
→

α  iv) y΄y//
→

α  
 
Λύση : 
 

i) ( ) 12503128034420α −=λ⇒=λ−+λ⇒=λ−+⋅λ⇒=β⋅α⇒β⊥
→→→→

⇒ 5
12

−=λ  

ii) ( ) ⇒=⇒=+−⇒=−−⇒=
−

⇒
→→

16λ100λ416λ60λ44λ60
34
λ4λ2

β//α  

⇒ 5
8

=λ  

 

iii)  ⇒=⇒α
→

0λ-4΄xx// λ = 4 

iv) y΄y//
→

α ⇒ 2λ = 0 ⇒ λ = 0 
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10) Αν 1=β=α
→→

και 
3

2, π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βα

→→

 να βρεθεί η γωνία ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

v,u  µε 
→→→

β+= 4α2u , 
→→→

−α= βv . 

 
 
Λύση : 

συν
2
1

332
3, −=
⋅

−
=

⋅

⋅
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→→

→→
→→

vu

vuvu  , άρα 
3
π2v,u =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

. 

∆ιότι :  

314
2
122

β422

4422

4α2vu

1

1

2
2

22

−=⋅−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

/
−/+=

=−βα+α⋅=

=β−βα+βα−α=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β−α⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+=⋅

→
→→→

→→→→→→

→→→→→→

 

2
1

2
111

3
2

−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⋅=

=
π

συνβα=β⋅α
→→→→

 

 

⇔=ρα

⇔=+−=

⇔β+βα+α=

⇔⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β+α=

⇔β+α=

→

→

→→→→→

→→→

→→→

12uά

121684u

16164u

42u

42u

2

22
2

22

22

 

→

u =  32  Οµοίως ==
→

...v 3  

 

11) ∆ίνονται τα διανύσµατα ( ) ( )1,3,2,1 −=β−=α
→→

. 

i) να βρεθεί η προβολή του 
→

β πάνω στο 
→

α . 

ii) να βρεθεί και η άλλη συνιστώσα του 
→

β . (ανάλυση σε ⊥ συνιστώσες). 

Λύση : 

 

ΣΧΗΜΑ 

i) Έστω 
→→

→= βπροββ
α

1  ⇒ 1

→→→→

β⋅α=β⋅α  (1) και επειδή ⇒αλ=β⇒αβ
→→→→

11 //  



                                                                            ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ ΜΑΘ. ΚΑΤ. Β΄ΛΥΚΕΙΟΥ 
∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ  
 

 8 

( )λλ−=β⇒
→

2,1  άρα η (1) θα γίνεται : 

( ) ( ) ( ) λ=−⇒λ+λ=−−⇒λ⋅+λ−−=−⋅+⋅− 554232211231  ⇒ λ = -1 ⇒ ( )2,11 −=β
→

 

ii) Επειδή 21

→→→

β+β=β  µε 
→→

α⊥β 2  θα έχουµε : ( ) ( )⇒−−−=⇒−=
→→→→

2,11,3ββββ 212  

( ) ( )⇒−+−=
→

2,11,3β 2
( )1,2β 2 =

→

 

 

12) Να εξετάσετε αν τα διανύσµατα 
→

→

→→→

→

→

→→→

→

α−

β

β⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β⋅

=

β

β⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β⋅

= 22

α
y,

α
x  είναι κάθετα. 

Λύση : 

Επειδή υπάρχει κίνδυνος προσεταιριστικής ιδιότητας θέτω κ=β⋅α
→→

. 

Άρα =α
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β⋅

β

κ
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β⋅

β

κ
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β⋅

β

κ
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

α−β⋅

β

κ
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

β⋅

β

=⋅
→→

→

→

→

→

→

→→

→

→

→

→→

2
2222

κyx  

02

2

2

2

2

2

4

2

2
2

4

2

=

β

κ
−

β

κ
=κ⋅

β

κ
−β/⋅

β

κ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α⋅β⋅

β

κ
−β⋅

β

κ
=

→→→

/→

//→

→→

→

→

→
 άρα  

→→

⊥ yx . 

 

 

13) Στο # ΑΒΓ∆ έστω Β΄, ∆΄ οι προβολές του 
Γ στις ΑΒ , Α∆ αντίστοιχα.  

Ν.δ.ο. 
→→→→→

=⋅+ΑΒ⋅ΑΒ 2ΑΓ΄Α∆Α∆΄ . 

 

 

 

 

 

A B΄ B

∆΄

∆ Γ
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Λύση : 

Εσωτερικό γινόµενο συγ/κών διανυσµάτων µε κοινή αρχή είναι ένδειξη προβολών. 

Έχουµε :  ΣΧΗΜΑ 

⇒Α∆⋅Α∆+ΑΒ⋅ΑΒ=ΑΓ⋅Α∆+ΑΓ⋅ΑΒ⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

Α∆⋅Α∆=ΑΓ⋅Α∆

ΑΒ⋅ΑΒ=ΑΓ⋅ΑΒ →→→→→→→→+

→→→→

→→→→

΄΄
΄

΄
 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

ΑΓ=Α∆+ΑΒρα#ΑΒΓ∆

Α∆⋅Α∆+ΑΒ⋅ΑΒ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Α∆+ΑΒΑΓ⇒

→→→

→→→→→→→

ά

΄΄
 

→→→→→

ΑΓ=Α∆⋅Α∆+ΑΒ⋅ΑΒ 2΄΄  

 

14) Θεωρούµε τα διανύσµατα 6,3, =β=αµεβα
→→→→

. Να βρεθεί πραγµατικός λ ώστε τα 

διανύσµατα 
→→→→

βλ−ακαιβλ+α 33 να είναι κάθετα. 

Λύση : 

Θα πρέπει : 

⇒=λ⇒=⋅λ−⋅⇒=βλ−α⇔=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βλ−α⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βλ+α

→→→→→→

36
810369909033 22

2
2

2

 

6
9

36
812 =λ⇒=λ ⇒ 2

3
±=λ  
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15) Σε τρίγωνο 

0=ΑΜ⋅ΑΓ+ΑΜ⋅ΑΒµεΑΒΓ
→→→→∆

 Να 
βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του Μ. 

Λύση :    
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⎠
⎞
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⎝
⎛ ΑΓ+ΑΒ⇒

⇒=ΑΜ⋅ΑΓ+ΑΜ⋅ΑΒ
→→→

→→→→

 

Όµως αν Ν µέσο της ΒΓ τότε 
→→→

ΑΝ=ΑΓ+ΑΒ 2 . 

 

Άρα 
→→→→

ΑΜ⊥ΑΝδηλαδ=ΑΜ⋅ΑΝ ή02 άρα το Μ είναι το τέλος ενός διανύσµατος το οποίο είναι 
⊥ στην διάµεσο ΑΝ στο Α δηλαδή ανήκει σε ευθεία ⊥ στην ΑΝ στο Α. 

 

 
 
 


